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Re´sume´ :
On s’inte´resse dans cette e´tude a` la re´sistance macroscopique des milieux nanoporeux ductiles. Pour
cela, on rappelle d’abord brie`vement le cadre de l’analyse limite applique´e aux mate´riaux me´soporeux,
ainsi que les mode`les classiques de type Gurson et ses de´rive´s qui s’en de´duisent par approche cine´matique.
Une attention particulie`re est accorde´e aux effets de forme de cavite´s. Puis on expose des extensions
de ces mode`les que nous avons re´cemment propose´es pour des syste`mes nanoporeux. A cette fin, l’ho-
moge´ne´isation du milieu est re´alise´e en conside´rant des contraintes interfaciales sur le bord des nano
cavite´s, l’interface obe´issant a` une loi de plasticite´ surfacique de´duite de fac¸on asymptotique et suscep-
tible d’un saut du vecteur contraintes. Le crite`re macroscopique obtenu, pour le mate´riau nanoporeux,
pre´dit des caracte´ristiques inhabituelles telles que (i) une de´pendance significative de la re´sistance
macroscopique avec la taille des nano cavite´s, (ii) un effet combine´ de la taille et de la forme et des
cavite´s, particulie`rement marque´ pour des nano cavite´s aplaties.
Abstract :
We aim at studying the macroscopic strength of ductile nanoporous media. To this end, we first briefly
recall the limit analysis framework applied to mesoporous materials. Attention is paid to the voids
shape effects. Then, we present extensions of existing models to nanoporous systems for which the
homogenization procedure is achieved by considering interfacial stresses between the solid matrix and
nano cavities. The macroscopic criterion obtained for the nanoporous material predicts unusual cha-
racteristics such as (i) a significant dependence of the macroscopic strength on the size of the nano
cavities, (ii) a combined effect of the voids size and shape which is particularly marked for oblate nano
cavities.
Mots clefs : Milieux nanoporeux ; Approche multie´chelle ; Plasticite´ ; Analyse limite ;
Contraintes interfaciales
1 Introduction
Les effets de taille de cavite´s dans les milieux ductiles ont e´te´ mis en e´vidence expe´rimentalement
puis e´tudie´s nume´riquement par de nombreux auteurs parmi lesquels on peut mentionner Huang et
al. [1]. Ils sont ge´ne´ralement capture´s en conside´rant pour la matrice solide des mode`les de plasticite´
a` gradient. Alternativement, des travaux plus re´cents(cf. par exemple [2], [3]) ont permis d’aborder
cette question par le biais d’interfaces imparfaites se situant en bord de cavite´s. Un des e´le´ments clefs
de cette de´marche est la conside´ration a` l’interface solide-cavite´ d’une version plastique du mode`le
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d’e´lasticite´ surfacique de Gurtin et Murdoch 1 telle que celle re´cemment propose´e par [4]. C’est dans
ce cadre que peut eˆtre replace´e l’extension du mode`le de Gurson rendant explicitement compte de
l’influence de la taille des vides a e´te´ propose´e par Dormieux et Kondo [3] .
Dans la prolongation de ces travaux, on se propose dans cette e´tude de de´terminer le crite`re macrosco-
pique de milieux nanoporeux, en recherchant une mode´lisation qui rend compte a` la fois des effets de
taille et de forme des cavite´s. A cette fin, on reprendra d’abord l’analyse limite du sphe´ro¨ıde creux in-
troduite par Gologanu et al. [5], en y adjoignant la pre´sence d’interface solide-cavite´ ou` les contraintes
interfaciales sont de´crites dans l’esprit du mode`le introduit par [4]. Ceci ge´ne´ralise les re´sultats e´tablis
dans [3] pour le cas particulier de la cavite´ sphe´rique. L’investigation des effets combine´s de forme et
de taille des cavite´s constituent le principal objectif de l’e´tude et e´tendent aussi les travaux de [5].
2 Effets combine´s de forme et de taille des nanocavite´s
2.1 Analyse limite du sphe´ro¨ıde creux avec contraintes interfaciales
On propose une extension du cadre usuel d’analyse limite du sphe´ro¨ıde creux, en y incorporant des
effets de contraintes interfaciales. La cellule e´le´mentaire, de´crite sur la figure 1, est donc constitue´e
d’une matrice obe´issant au crite`re de von Mises et a` la re`gle d’e´coulement associe´e correspondante.
Son bord exte´rieur est soumis a` des conditions usuelles de taux de de´formation homoge`ne au bord.
On note σ0 la limite d’e´coulement en traction uniaxiale de la matrice. Le comportement de l’interface
entre la surface de la cavite´ et la matrice est de´crit a` l’aide la version plastique du mode`le de Gurtin,
de´crite en [4] et incluant de plus la ve´rification des e´quations de Young-Laplace ge´ne´ralise´es.
matrice de 
von Mises
v=D.x
cavité
interface imparfaite 
plastique
Figure 1 – Cellule e´le´mentaire sphe´ro¨ıdale contenant une cavite´ sphe´ro¨ıdale confocale au bord
exte´rieur et une interface imparfaite plastique cohe´rente
La dissipation macroscopique, donnant le crite`re du milieu poreux, se pre´sente sous la forme :
Π(D) = inf
v∈K
1
V2
[∫
Ω−ω
σ0deqdV +
∫
Γ
[t]Γ .vdS
]
(1)
Le saut du vecteur contrainte, [t]Γ, a` la traverse´e de l’interface Γ, ve´rifiant la relation de Young Laplace
ge´ne´ralise´e, on montre alors que :
Π(D) = Π1(D) + Π2(D) + Π3(D) (2)
ou` les quantite´s Π1(D), Π2(D) et Π3(D) s’e´crivent :{
Π1(D) =
1
V2
∫
Ω−ω σ0deqdV ; Π2(D) =
1
V2
∫
Γ τr tr(ds)dS; Π3(D) =
1
V2
∫
Γ τ0d
s
eqdS (3)
1. On notera que l’incorporation de ce mode`le dans les me´thodes d’homoge´ne´isation de milieux nanocomposites intro-
duit ge´ne´ralement la ne´cessite de prise en compte d’une discontinuite´ du vecteur contrainte a` la traverse´e de l’interface
imparfaite qui doit satisfaire a` l’e´quation de Young Laplace ge´ne´ralise´e.
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La contribution Π1(D) a` la dissipation macroscopique est associe´e a` la de´formation plastique de la
matrice ; sa de´termination, classique maintenant, a e´te´ effectue´ par Gologanu et al. [5] dans le cadre
de l’analyse limite des milieux ductiles contenant des cavite´s sphe´ro¨ıdales. Π2(D) et Π3(D) sont des
contributions de l’interface ; elles ont e´te´ conside´re´es par [3] dans le cas d’une cavite´ sphe´rique.
2.2 Dissipation macroscopique et crite`re de´rive´ pour le mate´riau
nanoporeux
Une estimation de la dissipation macroscopique et de la re´sistance qui en de´rive peut eˆtre obtenue
en conside´rant un champ d’essai incompressible et cine´matiquement admissible. Compte tenu de la
difficulte´ supple´mentaire qui apparait ici en raison de a` la prise en compte des contraintes interfaciales,
on adopte pour la pre´sente analyse un champ de vitesse classique, celui conside´re´ par Gologanu et al.
[5]. Il vient que l’expression de la contribution Π1(D) a` la dissipation macroscopique est celle de´ja`
e´tablie par ces auteurs (voir e´galement Monchiet et al. [6] sous une forme unifie´e valable aussi bien
pour des cavite´s sphe´ro¨ıdales allonge´es qu’aplaties). Son expression est :
Π1(D) = σ0f
[
Y arcsinh
{
uY
X
}
−
√
X2 + u2Y 2
u
]u=f/(f+g)
u=f/(1+g)
(4)
ou`, f e´tant la porosite´, les quantite´s X et Y sont de´finies par :
X =
[
(1− ζ)(Dq + (1− 3α2)Dm)2 +D2s +D2t
]1/2
,
Y =
1
fκ
[3 + η(1− 3α2)]Dm + η
fκ
Dq
(5)
et ou` les parame`tres η, ζ, κ et g de´pendent des excentricite´s e1 et e2 des sphe´ro¨ıdes inte´rieurs et
exte´rieurs, respectivement. α2 de´pend de e2 (voir [6]). Les quantite´s Dm, Dq, Ds et Dt sont des
invariants isotropes transverses du tenseur taux de de´formations macroscopique, de´finis par :
Dm =
1
3(D11 +D22 +D33); Dq =
2
3D33 − 13(D11 +D22)
Ds =
1√
3
√
(D22 −D11)2 + 4D212; Dt = 2√3
√
D213 +D
2
23
(6)
Concernant la contribution Π2(D) a` la dissipation macroscopique, on montre en [8] que :
Π2(D) =
τrS1
V1
(g1Dm + g2Dq) (7)
dans lequel on a pose´ (avec a1 et b1 les longueur des 2 axes de la cavite´) :
S1 =

2pia21b1
c
arctan
{
c
b1
}
+ 2pib21 (pour les cavite´s allonge´es)
2pia21b1
c
arctanh
{
c
b1
}
+ 2pib21 (pour les cavite´s aplaties)
(8)
et ou` les coefficients g1 et g2 sont de´finis par :
g1 = 2− 1
2
(1− 3γ)(1− 3α1 − f(1− 3α2)), g2 = f
2
(1− 3γ) (9)
avec le parame`tre γ de´pendant de la forme de la cavite´ et s’e´crivant : γ = b
2
1
a21−b21
(
1− 4pib21S1
)
. S’agissant
de l’expression de Π3(D), on montre e´galement dans [8] qu’elle s’e´crit :
Π3(D) =
τ0S1
V1
√
h1D2m + h2D
2
q + 2h3DmDq + h4D
2
s + h5D
2
t (10)
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ou` les coefficients hn s’e´crivent :
h1 = (3γ + 3µ− 2)U2 + 2(3γ − 1)U + 4; h2 = f2(3γ + 3µ− 2)
h3 = f(2− 3γ − 3µ)U + f(1− 3γ); h4 = f2(2γ + µ)/2; h5 = f2(5− 4µ− 5γ)/2
(11)
avec U = 1− 3α1 − f(1− 3α2) et ou` le parame`tre µ est de´fini par : µ = a
2
1
a21−b21 (1− 3γ).
On notera que les expressions analytiques des contributions interfaciales Π2(D) et Π3(D) font ap-
paraˆıtre le rapport τ0S1V1 , ce qui introduit de fait des effets de taille des cavite´s.
De fac¸on classique, le crite`re macroscopique est obtenu a` partir de la dissipation Π(D), de´finie par (2)
et ou` les termes Π1(D), Π2(D) et Π3(D) sont respectivement donne´s par (4), (7) et (10). Π(D) e´tant
de´pendant du taux de de´formation D uniquement a` travers les quantite´s Dm, Dq, Ds et Dt de´finies
par (6), le crite`re macroscopique est de´fini par les e´quations parame´triques suivantes :
Σm =
1
3
∂Π
∂Dm
(Dm, Dq, Ds, Dt); Σq =
∂Π
∂Dq
(Dm, Dq, Ds, Dt)
Σs =
∂Π
∂Ds
(Dm, Dq, Ds, Dt); Σt =
∂Π
∂Dt
(Dm, Dq, Ds, Dt)
(12)
Le de´tail de ces expression peut eˆtre trouve´ dans la publication re´cente [8].
3 Cas de nanocavite´s sphe´riques
On se propose tout d’abord d’illustrer les effets de taille de cavite´s sur le crite`re macroscopique de mi-
lieux ductiles contenant des cavite´s sphe´riques. Il convient de rappeler que dans le cas des nanocavite´s
sphe´riques, le crite`re obtenu est la borne supe´rieure de la surface de charge macroscopique, propose´e
par Dormieux et Kondo [3].
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Figure 2 – Surface de charge pour des nanocavite´s sphe´riques, pour diverses valeurs de k = τ0/(a1σ0)
et pour une porosite´ f = 0.1. Comparaison du crite`re approche´ (ligne continue) et du crite`re exact a`
deux champs, de´termine´ nume´riquement (cercles).
Afin d’e´tudier l’effet de la contrainte interfaciale sur la re´sistance macroscopique, on a tout d’abord
re´alise´ une calibration de la re´sistance interfaciale τ0 sur la base des donne´es de simulations atomis-
tiques de Mi et al. [7] sur un aluminium poreux cristallin.
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Figure 3 – Crite`re macroscopique pour le cas d’une cavite´ allonge´e de rapport d’aspect a1/b1 = 2 (a`
gauche) et a1/b1 = 5 (a` droite). La porosite´ vaut f = 0.1.
Sur la figure 2 est illustre´e l’effet de la taille des cavite´s sphe´riques pour un chargement arbitraire
parame´tre´ par Σm et Σq, la surface de charge macroscopique e´tant donne´e par (12). Deux valeurs
du parame`tre adimensionnel k = τ0/(a1σ0) ont e´te´ conside´re´es (k = 0.25 et k = 0.5), tandis qu’une
porosite´ f = 0.1 est retenue. Les valeurs τ0 = 0.54N/m et σ0 = 0.59GPa e´tant celles issues de la
calibration pre´ce´dente, les cas k = 0.25 et k = 0.5 correspondent a` un rayon d’environ 1.8nm et
3.7nm, respectivement. Les re´sultats montrent un important effet de k, et par conse´quent de la taille
des nano cavite´s. On notera e´galement sur cette figure un tre`s bon accord entre le crite`re approche´
propose´ (trait continu) et les re´sultats de´termine´s a` l’aide d’une e´valuation nume´rique (cercles) de la
dissipation macroscopique (2).
4 Effets combine´s de forme et de taille de nanocavite´s : illustrations
On se propose a` pre´sent d’illustrer les effets de taille de cavite´s sur le crite`re macroscopique de mi-
lieux ductiles contenant des cavite´s sphe´ro¨ıdales. On adopte a` cette fin un chargement macroscopique
axisyme´trique, de´fini par les composantes non nulles du tenseur des contraintes macroscopiques sui-
vantes : Σ22 = Σ11 et Σ33 . Les invariants isotropes transverses non nuls de ce tenseur Σ e´tant alors
Σm et Σq, le crite`re macroscopique est de´termine´ par les deux premie`res e´quations dans (12).
Sur la figure 3, est repre´sente´e la surface de plasticite´ macroscopique pour le cas des cavite´s allonge´es.
Deux rapports d’aspect ont e´te´ conside´re´s : a1/b1 = 2 (re´sultats a` droite) et a1/b1 = 5 (a` gauche).
La porosite´ est toujours prise e´gale a` f = 0.1 et trois valeurs distinctes du parame`tre k = τ0/(b1σ0)
ont e´te´ conside´re´es, ce qui met clairement en e´vidence les effets de taille de cavite´s, sachant que k = 0
correspond au mode`le classique (sans effet de taille) de Gologanu et al. [5]. Le crite`re parame´trique
e´tabli dans cette e´tude e´tant approche´, en raison d’un certain nombre d’approximations requises pour
mener a` terme les calculs pour le champ d’essai conside´re´, il convient de le comparer au crite`re ”exact”
obtenu par e´valuation nume´rique des inte´grales introduites en (3) . On observe une bonne concordance
entre les re´sultats nume´riques (cercles) et le crite`re approche´, et ce pour les trois valeurs du parame`tre
adimensionnel k. Les re´sultats concernant des cavite´s aplaties sont pre´sente´es sur les figures 4 (a`
droite, pour un rapport d’aspect a1/b1 = 1/2, et a` gauche pour a1/b1 = 1/5). On note une le´ge`re
diffe´rence entre le crite`re approche´ (en ligne continue) et les re´sultats nume´riques (cercles) seulement
dans le cas des cavite´s de rapport d’aspect a1/b1 = 1/5. En re´sume´, ces re´sultats montrent clairement
des effets de taille nettement plus marque´s pour des cavite´s aplaties que pour les cavite´s allonge´es.
Cet effet combine´, tel qu’il est observe´, s’explique par le fait qu’a` porosite´ fixe´e, l’aire des surfaces des
nanocavite´s par unite´ de volume est plus important dans le cas des cavite´s aplaties.
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Figure 4 – Crite`re macroscopique pour la cavite´ aplatie de rapport d’aspect a1/b1 = 1/2 (a` gauche)
et a1/b1 = 1/5 (a` droite). La porosite´ vaut f = 0.1.
5 Conclusion
Nous avons propose´ une approche par analyse limite de la re´sistance macroscopique de milieux nano-
poreux, avec comme objectif principal de rendre compte des effets combine´s de forme et de taille des
cavite´s. Ces effets ont pu eˆtre capture´s en conside´rant un mode`le d’interface imparfaite solide-cavite´
ge´ne´ralisant celui de Gurtin et Murdoch au contexte de la plasticite´ parfaite. Les re´sultats obtenus
montrent un effet significatif de la taille des cavite´s sur la re´sistance macroscopique. En particulier,
une diminution de la taille des cavite´s se traduit a` l’e´chelle macroscopique par une augmentation
du domaine de re´sistance. De fac¸on tout a` fait originale, des effets simultane´s de taille et de forme
de cavite´s ont e´te´ mis en e´vidence et quantifie´s. Des validations larges sont en cours, sur la base de
simulations atomistiques.
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